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Zweck Extremwertstatistischer Auswertungen

Die Kenntnis der Extremwerte von Niederschlag und Durchfluss ist vielfach fir Aufgaben der

Bemessung von Bedeutung. So sind viele wasserwirtschaftliche und verkehrstechnische Anlagen

fur Starkniederschlige bestimmter Intensitit und Dauer ausgelegt oder ,,bemessen”. Ebenso sind

viele flussbauliche Anlagen fir bestimmte Durchflisse (Q) oder Wasserstinde (W) und ggf.

bestimmte Andauern von W und QQ bemessen.

Die Extremwertstatistik liefert Aussagen u.a. zu folgende Fragen:

—  Wie hiufig tritt ein Extremereignis gegebener Stirke statistisch gesehen auf?

—  Mit welchem Extremwert muss in einem gegebenen Zeitintervall (z.B. alle 2, 5, 10 ... 500
Jahre) gerechnet werden?

Wichtige Grundlagen fiur die (Extremwert)-Statistik

Stichprobe und Grundgesamtheit

Fir statistische Auswertungen werden zufillige und repriasentative Szchproben (hier Stichproben
hydrologischer Extremwerte) zugrundegelegt; die Werte der Stichprobe werden als Realisationen
eines Zufallsprozesses betrachtet. Mit den Methoden der Statistik wird versucht, aus den
Informationen der Stichprobe auf die GesetzmiBigkeiten der Grundgesamitheit zu schlieBen.
Wesentliche Aufgabe hierbei ist die Schitzung der ia. unbekannten Verteiungsfunktion der
Grundgesamtheit (s.u.) aus der empirischen 1 erteilung, welche aus der Stichprobe ermittelbar ist.

Uber- und Unterschreitungs-Wahrscheinlichkeiten

Die Wabrscheinlichkeit ist allgemein definiert als der Quotient aus der Anzahl der Fille, in denen
ein bestimmtes Ereignis eintritt und der Anzahl der moéglichen Fille. Sie schwankt demnach
zwischen Null (das Ereignis tritt unmdoglich ein) und Eins (das Ereignis tritt mit Gewissheit ein).
In der Hydrologie interessieren v.a. Unter- und Uberschreitungswahrscheinlichkeiten.

Die Unterschreitungswabrscheinlichkeit Py, gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass (innerhalb eines
Zeitraumes) die ZufallsgroBe x nur Werte unterhalb eines Schwellenwert x; annimmt oder dieser
gerade erreicht wird.

P, =P (x Sx) (1-1)

Dagegen gibt die Uberschreitungswabrscheinlichkeit Py, an, mit welcher Wahrscheinlichkeit (innerhalb
eines Zeitraumes) ein bestimmter Schwellenwert x; iiberschritten wird.

Py =P (x> x) (1-2)
Zwischen Uber- und Unterschreitungswahrscheinlichkeit besteht die simple Beziehung:

Py+Py=1 (13)
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Haufigkeit, Dichtefunktion und Verteilungsfunktion

In der Hydrologie werden stetige Zufallsgrifien betrachtet, d.h. die Grof3en kénnen innerhalb eines
Intervalls beliebige Werte annehmen (im Gegensatz etwa zum Wirfel, wo nur die diskreten Werte
1...6 moglich sind). Fur stetige Zufallsgroflen gilt, dass die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten
eines beliebigen konkreten Wertes gegen Nu// geht.

In der Regel bildet man daher Kiassen geeigneter Breite (Intervalle), die jeweils mehrere Werte
enthalten. Fur jede Klasse lasst sich die absolute Hénfigkeit (Anzahl der Werte pro Klasse) und die
relative Hénfigkeit (Anzahl der Werte pro Klasse geteilt durch die Anzahl aller vorhandenen Werte)
bilden.

Geht die Anzahl der beobachteten Werte (Realisationen des Zufallsprozesses) gegen unendlich,
dann reprisentiert die Stichprobe immer mehr die Grundgesamtheit und die relative Haufigkeit
ist ein geeigneter Schitzwert fir die Wahrscheinlichkeit. Gehen wir von der Betrachtung der
Stichprobe auf die Betrachtung der Grundgesamtheit tiber und verzichten auf die (willkiirliche)
Diskretisierung der Werte in Klassen — d.h. wir betrachten die ZufallsgroBe tatsdchlich als stetig —
dann tritt an die Stelle der relativen Haufigkeit eine kontinuierliche Funktion: die Dichtefunktion
oder Wabrscheinlichkeitsdichte f{x) (siche folgende Abb.).

1.0 p—

09 | T—relative Haufigkeit ] TE00 1N
m relative Haufigkeit / Klassenbreite

0.8 . A R S E
B relative Summenhaufigkeit , 10

0.7 7 Dichtefunktion f(x) VIR EERERERE h

0.6 + — — Verteilungsfunktion F(x) -

o5 4 :
04
o34

o2 1 (

oL Al

00

(kumulierte) relative Haufigkeit bzw
Unterschreitungswahrscheinlichkeit

©O O o O © O O o O o o o o o o
e n Q 1w o nw <o n o n <o nw o w o mn Qo
¥ ® ™ o o <« <« o o o «H «H o o <

Wert der Variablen x

Abb. 1-1  Ubergang der relativen Hinfigkeit in die Dichtefunktion f(x) und der relativen Summenhinfigkeit
in die Verteilungsfunktion F(x) am Beispiel einer normalverteilten Zufallsvariablen x miit demr Mittehwert u=0
und der Standardabweichung O=1 (normierte Normalverteilung NV (u=0; 0=1)). Zugrunde liegen 20000
Realisationen. Die Klassenbreite fiir die Darstellung der relativen Haufigkeiten betragt 0.25.

Summiert man die relativen Hiufigkeiten aller Klassen aufsteigend, erhilt man die kwmulierte
relative Hinfigkeit oder relative Summenhéufigkeit. Thr entspricht beim Ubergang von der Stichprobe
zur  Grundgesamtheit und stetiger Betrachtungsweise wiederum eine Funktion: die
Verteilungsfunktion F(x). Die Verteilungsfunktion ist das Integral der Dichtefunktion, d.h.:

[f(dx=F(x) undentsprechend T f(x) dx = F(b)-F(a) (14)

a
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Die Verteilungsfunktion ist deshalb von groBer Bedeutung, da sie fir jeden Wert der
Zufallsvariable x direkt die zugehérige Unterschreitungswahrscheinlichkeit Py (x) angibt. Im oben
gezeigten Beispiel wird der Wert Null mit der Wahrscheinlichkeit von 0.5, d.h. in 50 % aller Fille,

unterschritten. Die Verteilungsfunktion néhert sich fir x — -0 dem Wert Null und fur x — +o0
strebt sie gegen Eins. Das Integral der Dichtefunktion im Intervall -oo ... +00 ist also 1; der Wert
-0 wird mit der Wahrscheinlichkeit Null (nie) unterschritten und alle méglichen Werte der
Zufallsvariablen sind mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 (d.h. 100 %) kleiner als +oo.

+o00

[ dx = F(+em) = F(-e) = 1 (1-5)

—00

In der folgenden Abbildung sind die Zusammenhinge zwischen Dichte- und Verteilungsfunktion
am Beispiel der Normalverteilung noch einmal dargestellt. Es wird beispielhaft gezeigt, wie sie
zur Ermittlung von Wahrscheinlichkeitsaussagen verwendet werden.
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Abb. 1-2 Ableitung von Aussagen zur Auftretenswabrscheinlichkeit aus Dichte- und 1 erteilungsfunktion
am Beispiel der Normalverteilung mit dem Mittehvert u=0 und der Standardabweichung 0=1

Aus der Abbildung lassen sich folgende Wahrscheinlichkeitsaussagen ableiten:

—  Der Wert x=1 wird mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 84 % unterschritten, da
F(x=1)= 0.84.

—  Fur x=2 gilt analog P;(x=2) = P(x<=2) = F(x=2) = 0.98.

— Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable x einen Wert im Intervall 1..2 annimmt,
berechnet sich aus:

2
PA<x<2)=[f(x) dx= F(2~F(1) =014 oder andersausgedriickt (1-6)
1

P(1< x<2)=P(x<2)-P(x<1)=P, (2) - P, (1)

—  Die Wahrscheinlichkeit dass die Zufallsvariable x genau den Wert 1 oder 2 annimmt, ist Null.
3



Ubung zu Grundlagen der Hydrologie David Kneis, Sommersemester 2005

In den vorangegangenen Beispielen wurde die Normalverteilung nur der Anschaulichkeit halber
verwendet. Im Gegensatz zu vielen anderen Messgrofen sind hydrologische Extremwerte in der
Regel nicht normalverteilt, weshalb zur Beschreibung andere Verteilungsfunktionen benutzt
werden. Auf solche wird weiter unten eingegangen.

Wiederkehrintervall hydrologischer Extremwerte

Das Wiederkehrintervall T (auch Wiederkehrzedd) ist definiert als durchschnittliche Zeitspanne, in
dem ein Ereignis auftritt, dessen Intensitit x (z.B. Durchfluss oder Niederschlagsintensitit) einen
bestimmten Schwellenwert x; erreicht oder Gbertrifft. Statistisch gesehen tritt ein Ereignis mit
x >= x; also im zeitlichen Abstand T auf. Haufig betrachtet man jahrliche Extremwerte und T
wird in Jahren angegeben. Das Wiederkehrintervall wird dann auch als Jahrlichkeit bezeichnet.

Da das Wiederkehrintervall nur ein durchschnittlicher Wert ist, ist es gut moglich, dass innerhalb
der Zeitspanne T kein oder aber mehrere Werte mit x >= x; auftreten. Wiederkehrintervall und
Uber-/Unterschreitungswahrscheinlichkeit  (vgl. deren Definitionen) stehen in folgender
Beziehung:

PU:P(X>X4):7/T (7'7)
P,=Px<x)=1-P,=1-1/T (1-8)

Ein Durchfluss-Ereignis mit einem Wiederkehrintervall von 100 Jahren (100-dhriges Ereignis oder
HQ,,) witd demnach in ecinem konkreten Jahr mit der Wahrscheinlichkeit von 1/100
tberschritten, d.h. Py= 0.01. Die zugehorige Unterschreitungswahrscheinlichkeit betrigt
Py=0.99, d.h. in durchschnittlich 99 von 100 Jahren tritt das Ereignis nicht auf.
Ist die Uberschreitungswahrscheinlichkeit fiir einen Durchfluss mit 0.5 2" gegeben, dann ist im
Mittel alle 2 Jahre mit diesem oder einem grof3eren Durchflusswert zu rechnen.

Ermittlung der Verteilungsfunktion fur Extremwerte hydrologischer Variablen

Zielstellung und allgemeines Vorgehen

Um Aussagen iiber die Uber-/Unterschreitungswahrscheinlichkeiten von Ereignissen bestimmter

Intensitit treffen zu kénnen oder — umgekehrt — die Intensitdt eines T-jahrigen Ereignisses zu

bestimmen, stehen gemessene Extremwerte eines begrenzten Zeitraumes zur Verfigung (z.B.

Terminwerte von Abfluss und Niederschlag fiir 50 Jahre). Sie bilden die Stichprobe auf Basis

derer eine fur die Grundgesamtheit giltige Verteilungsfunktion geschitzt werden soll. Die

Ableitung der Verteilungsfunktion aus den Informationen der Stichprobe beinhaltet mehrere

Schritte:

1. aus dem Kollektiv der vorhandenen Messwerte muss eine geeignete Extremwert-Stichprobe
zusammen gestellt werden und die Werte mussen hinsichtlich verschiedener Voraussetzungen
(Unabbéngigkert, Reprisentativitit, Konsistenz, Homogenita?) geprift werden

2. fir die in der Stichprobe enthaltenen Werte miissen empirische Wabrscheinlichkeiten bestimmt
werden

3. esist eine von ithrem Typ angemessene theoretische Verteilungsfunktion auszuwihlen, die geeignet
ist, die empirische Verteilung der Werte der Stichprobe zu beschreiben

4. die Funktionsparameter der theoretischen Verteilungsfunktion miissen aus den in der
Stichprobe enthaltenen Informationen bestimmt werden (Anpassung der Verteilungsfunktion)

5. die Gite der Anpassung ist mit geeigneten statistischen Tests zu priifen

Die Schritte 1-4 werden im Folgenden néher beschrieben.



Ubung zu Grundlagen der Hydrologie David Kneis, Sommersemester 2005

Die Stichprobe und deren Priifung (Unabhangigkeit, Reprasentanz, Konsistenz, Homogenitéat)

Von grofler Bedeutung bei der Zusammenstellung der Datenreihe (Stichprobe) ist, dass die
cinzelnen Messwerte die Forderung der Uwabhdingigkeit voneinander erfillen. Dies wird haufig
durch die Verwendung jibrlicher Serien als Stichprobe erreicht. Hierfir wird jeweils nur ein
Extremwert pro hydrologischem Jahr in die Stichprobe aufgenommen (z.B. hdéchster
beobachteter Durchflusswert im gesamten Jahr). Es wird also eine lange Messreithe bendtigt, um
eine Stichprobe geeigneter Grofie zu erhalten. Wird als Stichprobe eine partielle Serie verwendet
(alle Werte ober- bzw. unterhalb eines Schwellenwertes werden als Extremwerte angesehen) ist
eine genaue Prifung der Unabhingigkeit erforderlich.

Dartiber hinaus muss die Stichprobe reprisentativ sein, sowohl zeitlich (reprisentativer
Betrachtungszeitraum) als auch raumlich (z.B. ausreichende Anzahl von Niederschlags-Stationen
in einem Gebiet).

Die Prifung der verwendeten Datenreihe auf Konsisteny bedeutet die Identifikation und
Entfernung bzw. Korrektur von fehlerhaften Messwerten. Bei Wasserstandsmessungen in
FlieBgewassern sind z.B. Ablesefehler, Eisstau im Bereich des Pegels, die Verlegung der
Messstelle oder die Verdnderung des Messquerschnittes mégliche Fehlerquellen.

Weiterhin muss die verwendete Datenreihe das Kriterium Homogenitdt erfillen, d.h. die Messwerte
dirfen nicht durch anthropogene oder natiirliche Beeinflussungen wihrend des Messzeitraumes
gestort sein. Dieses Kriterium ist oft nicht erfillt. So sind z.B. langfristige Durchfluss-Messreihen
der Flisse hiufig inhomogen, da im Messzeitraum Ausbauten des Gewissers stattgefunden
haben, Retentionsflichen entzogen oder Speicher in Betrieb genommen wurden oder durch
Meliorationen das Abflussverhalten des Einzugsgebietes verindert wurde.

Inkonsistenz und Inhomogenitit sind in der Praxis nicht immer sauber voneinander zu
Unterscheiden. Im Folgenden sind einige wichtige Methoden der Datenpriifung erldutert.

(A)  Prifung durch Analyse der Datenreihe selbst

— Inhomogenititen kénnen im einfachsten Fall entdeckt werden, indem statistische Parameter
der Datenreihe fiir separate Zeitabschnitte berechnet und miteinander verglichen; z.B.
Mittelwerte (Trendanalyse) oder Varianzen.

—  Mittels Awsreifsertests kann geprift werden, ob ein Wert einer Datenreihe tatsdchlich zum
Wertekollektiv geh6rt oder ob er durch Messfehler oder anthropogene Einflisse verfilscht
ist. Ein Messwert wird als AusreiBer identifiziert, wenn die Abweichung des Messwerts x
vom Mittelwert m(x) ein festzulegendes Vielfaches der Standardabweichung s(x)
tberschreitet, d.h. wenn gilt:

abs(x) > m(x)+ v(a,n) * s(x) (1-9)

Der Faktor v ist von der Anzahl der Messwerte n und dem Signifikanzniveau O (Sicherheit
der Aussage) abhingig und kann aus Tabellen diverser Statistikbiicher entnommen werden.

(B)  Prifung durch Vergleich der Datenreihe mit einer als homogen bekannten Reihe

— Eine Moglichkeit der Homogenitits-Prifung besteht im Verglezch der VVerteilungsfunktion der zu
prifenden Reihe mit der Verteilungsfunktion einer anderen Datenreihe, die mit ersterer in
Zusammenhang steht. So ist es tblich, die Verteilungsfunktionen der Hochwasserdurchflisse
benachbarter Pegel entlang eines Flusses miteinander zu vergleichen. Auch die Verteilungen
verschiedener, jedoch kausal zusammenhingender GréBen wie Niederschlag und Abfluss
koénnen miteinander verglichen werden.

— Einen weitere Methode der Homogenititsprufung ist die Doppelsummenanalyse, mit der
Inhomogenititen nicht nur erkannt sondern ggf. auch bereinigt werden kénnen. Hierbei

5
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werden die Werte der zu priifenden Datenreihe sowie einer als unbeeinflusst bekannten und
mit ersterer in Zusammenhang stehenden Vergleichsreihe schrittweise aufsummiert:
Summel= erster Wert der Reibe
Summe2= erster + zweiter Wert der Reihe
Summe3= Summe2 + dritter Wert der Reibe

Die aufsummierten Werte beider Reihen werden im Diagramm gegeneinander aufgetragen
und auf eine lineare Beziechung tiberprift.
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Abb. 1-3  Doppelsummenanalyse fiir die jabrlichen Maxima des Durchflusses HQ(a) an den Elbepegeln
Tangermiinde und Wittenberge. Zugrunde liegen die hydrologischen Jahre 1960-2001. Etwa 1978 macht sich —
verdeutlicht durch die angepassten Geraden — eine Verdnderung der Beziehung bemerkbar, was anf die
Inbomogenitit (mindestens) einer der beiden Datenreihen himweist. Innerbalb der Zeitraume 1960—1978 und
1978-2001 erscheinen die Reiben homogen. Unter der Annabme, die Werte des Pegels Tangermiinde seien
unbeeinflusst, kinnte man schlussfolgern, dass die HQ(a) am stromab liegenden Pegel Wittenberge etwa ab 1978
systematisch geringer ansfallen, als vor diesemr Zeitpunkt, obwohl der stromanf liegende Pegel Tangermiinde einen
solchen Trend nicht aufweist. Als Ursache kommt aber anch die 1 erwendung einer verdnderten Wasserstands-
Durchfluss-Beziehung an einem der beiden Pegel ab etwa 1978 in Frage.

Wurden durch Doppelsummenanalyse Inhomogenititen festgestellt, kann entweder nur die
unbeeinflusste Periode verwendet werden, oder es wird eine Korrektur der beeinflussten Daten
vorgenommen. Hierfir werden die Werte der zu korrigierenden Reihe aus den Werten der als
homogen bekannten Vergleichsreihe unter Zuhilfenahme des in der Doppelsummenanalyse
ermittelten Geradenanstiegs wihrend der unbeeinflussten Periode ermittelt.

Ermittlung von empirischen (Unterschreitungs)-Wahrscheinlichkeiten

Grundlage fir die Anpassung einer Verteilungsfunktion sind die aus der Stichprobe berechneten
empirischen Wabrscheinlichkeiten (korrekt: empirische Unterschreitungswahrscheinlichkeiten). Da der
Stichprobenumfang in der Regel relativ klein ist, wire die Bildung von Klassen mit
anschlieender Berechnung von relativen Summenhiufigkeiten nicht zielfihrend. Stattdessen
wird fir jeden Wert der Stichprobe eine empirische Unterschreitungswahrscheinlichkeit

6



Ubung zu Grundlagen der Hydrologie David Kneis, Sommersemester 2005

geschitzt. Oft wird hierfir der Ansatz von Weibnll verwendet, da er fir alle relevanten
theoretischen Verteilungen einsetzbar ist. Die Weibull-Formel lautet:

Ry (%) = nl+ll (1-10)

Darin ist:
Py(x;) die empirische Unterschreitungswahrscheinlichkeit fiir den Wert x; der Stichprobe
m; der Rang des Wertes x, in der nach aufsteigenden x-Werten sortierten Stichprobe

7

7 die Anzahl der in der Stichprobe enthaltenen Werte

Demnach gilt fir den kleinsten Wert aus einer jihrlichen Serie von Hochwasserdurchfliissen
P,=1/(n+1), d.h. es ist P;>0 und fir den groBten Wert entsprechend Py,=n/(n+1), d.h. es gilt
Py<1. Der Ansatz geht somit davon aus, dass der kleinste und gréBte mogliche Extremwert
bisher noch nicht beobachtet wurden.

Die so gewonnenen empirischen Unterschreitungswahrscheinlichkeiten werden oft als Plotting
Positions bezeichnet, da die ermittelten Py (x)-Werte tiber den zugehdrigen x-Werten in das
Wabrscheinlichkeitspapier aufgetragen werden. Als Wahrscheinlichkeitspapier bezeichnet man
Koordinatensysteme deren Achsen so skaliert sind, dass sich die Verteilungsfunktion darauf als
Gerade darstellt. Jede Verteilungsfunktion erfordert ein spezifisches Wahrscheinlichkeitspapier.
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Abb. 1-4  Plotting-Positions im Wabrscheinlichkeitspapier der Extremmwertverteilung Typ 1 (Gumbel-
Verteilung). Bei einer Auswertung von Hochwasser-Durchfliissen werden die HQ, -Werte anf der linearen y-
Achse diber ihren zuvor berechneten empirischen Unterschreitungswabrscheinlichkeiten Py(HQ,) anfgetragen. Ist

die Verteilungsfunktion zur Beschreibung der Stichprobemwerte geeignet, dann lassen sich die Plotting-Positions
durch eine Gerade verbinden. [Beispieldaten ans Dyck & Peschke (1995)]

Auswahl der Verteilungsfunktion

Die bekannteste Verteilungsfunktion ist die Normalverteilung (Gauss-Verteilung). Sie ist eine
gweiparametrige 1 erteilung, da sie durch die zwei Parameter Mittelwert (i) und Standardabweichung
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(0) vollstindig beschrieben wird. Dichtefunktion f(x) und Verteilungsfunktion F(x) der
Normalverteilung lauten:

f(x):% exp[—%[x;ﬂ] ] (1-11)

_ _ 1 1(t-pu)
F(X)— :[Of(t)dt = U—\/ZT:[OEXD[_E[TJ ]dt (7-72)

Zur Beschreibung der Verteilung hydrologischer Extremwerte wird eine groBere Zahl
unterschiedlicher Verteilungsfunktionen benutzt. Im Gegensatz zur Normalverteilung, deren
Dichtefunktion um den Mittelwert symmetrisch ist, lassen sich mit diesen auch schiefe
Werteverteilungen beschreiben. Sie besitzen meist 2 oder 3 Parameter. Besonders hiufig sind die
Pearson-Verteilung Typ 11 (Gamma-111-V erteilung) und die Exctremmwertverteilung Typ 1 (Gumibel-
Verteilung) sowie die Log-Normalverteilung anzutreffen. Dichte- und Verteilungsfunktion der spiter
niher behandelten Extremwert-Verteilung Typ 1 mit den zwei Parametern a und b lauten z.B.:

fix)=a *exp(—a * (x—b)—exp(—a * (x—0b)) mit—00<x< o0 (1-13)
Fx)= exp(—exp(—a * (x— b)) mita>0 (1-14)

Ob eine bestimmte Verteilungsfunktion zur Beschreibung der Charakteristik einer Stichprobe
geeignet ist, kann a priori oft schwer beantwortet werden. Es werden daher meist verschiedene
Verteilungsfunktionen — wie nachfolgend beschrieben — angepasst und die nach statistischen
Gitekriterien (Anpassungstests) ,,beste* ausgewihlt.

Anpassung der Verteilungsfunktion an die empirische Verteilung

Bei der Anpassung geht es darum, die Parameter der Verteilungsfunktion aus den Informationen
der Stichprobe zu bestimmen. Die angepasste theoretische Verteilungsfunktion soll die
empirischen Wahrscheinlichkeiten fir die Werte der Stichprobe (plotting positions) moglichst gut
widerspiegeln. Drei Methoden der Anpassung werden hiufig verwendet:

(A)  Freihand-Anpassung

Hierbei werden die plotting positions in das Wahrscheinlichkeitspapier der entsprechenden
Verteilung eingetragen und anschlieBen nach Augenmall durch eine Gerade mit moglichst
geringen Abweichungen verbunden. Die Methode ist wenig objektiv und kann daher nur fiir erste
Abschitzungen oder mit sehr viel Erfahrung sinnvoll eingesetzt werden. Sie bietet den Vortelil,
dass kaum Rechenaufwand nétig ist.

(B) Momentenmethode

Die Momentenmethode wird hiéufig ecingesetzt, da sie bei geringem Rechenaufwand
reproduzierbare Ergebnisse liefert. Hierbei verwendet man aus der Stichprobe berechenbare
KenngréBen wie Mittelwert, Varianz, Schiefe als Schitzwerte fiir die Parameter der theoretischen
Verteilungsfunktion. Man nimmt also an, dass diese an der Stichprobe beobachteten Parameter
auch fir die Grundgesamtheit giltig sind. Von ,,Momentenmethode® spricht man, weil der
Mittelwert auch als erstes Moment und Varianz und Schiefe als 2. wnd 3. Zentralmoment einer
Stichprobe bezeichnet werden.

Wihrend fir die Anpassung einer Normalverteilung der aus der Stichprobe berechnete
Mittelwert und die Standardabweichung direkt verwendet werden, sind bei anderen

8
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Verteilungsfunktionen erst Umrechnungen vorzunehmen. So stehen z.B. die Parameter a und b

der Extremwertverteilung Typ 1 (s.0.) mit Mittelwert (w) und Standardabweichung (0) der
Stichprobe in folgender Beziehung:

a :a—JE (1-15)

b=p-Y mit y=05772
a (1-16)

(C)  Maximum-Likelihood-Methode

Diese Methode wird in der Regel verwendet, wenn eine Auswertung am Rechner mittels
hydrologischer Software vorgenommen wird. Die Parameter der Verteilungsfunktion werden so
bestimmt, dass die Wahrscheinlichkeiten fir die in der Stichprobe enthaltenen
Beobachtungswerte moglichst groB3 sind oder — anders ausgedrickt — dass die angepasste
Verteilungsfunktion die beobachteten empirischen Wahrscheinlichkeiten der Messwerte
bestmoglich erklirt. Die Parameterbestimmung lisst sich als Optimierungsaufgabe mit der
Zielfunktion L formulieren, die als Likelibood-Funktion bezeichnet wird:

Liu,,...,n,) = f(x;, tt;,...,1,) * f(X,, t4;,...,m,) * ... *f(x,, u,,...,1,) (1-17)
L: Likelihood-Funktion
Uy ooy, die ,,m* zu bestimmenden Parameter der Dichte- bzw. Verteilungsfunktion

f(x;y #,,...,1,): Funktionswert der Dichtefunktion fir den i-ten Beobachtungswert x von
insgesamt ,,n“ Beobachtungswerten

Die gesuchten Parameter u,,...,u,, sind so zu wiahlen, dass L(u,,...,u,) maximal wird. Hierfir ist
das Gleichungssystems der partiellen Ableitungen von L(u,,...,u,) nach allen ,,u® zu l6sen, was
1.A. eine numerische Rechnung erfordert. In der Praxis wihlt man als zu maximierende Grof3e
statt L besser log(L), da sich die Likelihood-Funktion dann als Summe darstellen lasst.

Extrapolation auf Basis der angepassten Verteilungsfunktion

Die folgende Abbildung zeigt, dass verschiedene Methoden der Anpassung sehr unterschiedliche
Ergebnisse liefern kénnen. Besonders wird dies im durch nur wenige Ereignisse belegten Bereich
groB3er Jdhrlichkeiten sichtbar. Eine visuelle und statistische Bewertung der Glte der Anpassung
mittels statistischer Tests (und ggf. die Ablehnung der Verteilungsfunktion) sind unumginglich.
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.Diagramm der ¥erteilungsfunktionen : 1 - |EI|5|
Gewdssername: A-Bach
FPegelname: A-Stadt
Beobachtungszeitraurm: 1913 - 1992 Anzahl der Fehljahre: 6
Berechnungszeitraum: 1913 - 1992 Anzahl der bericksichtigten Jahres-HQ: 74
f‘rgl],ir]l Unterschreitungswahrscheinlichkeiten
0.1 03 05 0.3 0.9 0.95 093 053 0995 0998 0999
1600.
E1, MM
1400. — — E1.MLM
Beraich aulerh. des zuldssigen
1200 Extrapolationsbereiches wvon 222 Jahren
1000.
800.
BO0.
400,
200.
0.

1.1 14 2 5 10 20 50 100 200 s00 1000
Wiederkehrintervalle [Jahre]

Abb. 1-5  Anpassung einer Exctremmwertverteilungsfunktion Dyp 1 (E1) mittels Momenten-Methode (MM)
und Maxinum-Likelibood-Methode (MLM). [Beispieldatensatz, des Programms HQ-Ex der Firma WASY]

Im gezeigten Beispiel besteht auBerdem fir HQ(a) groBer Jahrlichkeit eine offensichtliche und
systematische Abweichung zwischen den empirischen Wahrscheinlichkeiten und der mittels
Momenten- und Maximum-Likelihood-Methode angepassten Verteilungsfunktion. Es ist deshalb
zu prifen, ob mit einem anderen Typ von Verteilungsfunktion bessere Ergebnisse zu erzielen
sind (vgl. nachfolgende Abbildung).
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.Diagramm der ¥erteilungsfunktionen : 2 - |EI|1|
Gewidssername: A-Bach

FPegelname: A-Stadt

Beaobachtungszeitraum: 1913 - 19592 Anzahl der Fehljahre: B

Berechnungszeitraurn: 1913 - 1992 Anzahl der berdcksichtigten Jahres-HQ: 74

ﬁ:l}g]l Unterschreitungswahrscheinlichkeiten

0.1 03 05 0.8 0.9 0.95 0% 05 0995 0995 0.999
1600,
— — ME. MLM &
1400. LMZ, MLM
—— —— LP2, MLM 7
1200 Bereich aulkerh. des zuldssigen //
: Extrapolationsbereiches wan 222 Jahren // o
1000, -
ey
g0, T
e e ]
BO0. 0
.}/
400, ——
P ol
200. /
0.
1.1 14 2 5 10 20 50 100 200 500 1000
YWiederkehrintervalle [Jahre]

Abb. 1-6  Anpassung von drei unterschiedlichen 1V erteilungsfunktionen mittels  Maxcimum-Likelihood-
Methode. 1.P3: 1ogarithmische Pearson-111-Verteilung, L.IN3: Lognormalverteilung mit 3 Parametern, ME:
Gemischte Extremmertverteilung (Rossi-Verteilung). Bereits visuell ist zu erkennen, dass die bier verwendeten
Verteilungsfunktionen besser zur Beschreibung der empirischen 1 erteilung der HQ(a) geeignet sind, als die in der
vorhergebenden Abbildung verwendete Exctrenmvertverteilung Typ 1. [Beispieldaten des Programms HQ-Ex der
Firma WASY]

Wird die angepasste Verteilungsfunktion benutzt um Aussagen zur Wahrscheinlichkeit sehr
groBler Extremwerte zu gewinnen oder wird — andersherum — nach der Intensitit eines
Ereignisses sehr groBer Wiederkehrzeit (z.B. HQs,,) gefragt, dann muss oft weit tber den Bereich
der Beobachtungswerte hinaus extrapoliert werden. Eine Faustregel ist, dass die Jahrlichkeit bis
zu der extrapoliert wird nicht gréBer sein soll, als die dreifache Anzahl der HQ(a)-Werte der
Stichprobe. Die Schitzung des 500-jahrigen Durchflusses HQ,,, setzt also — wenn nicht
Zusatzinformationen einbezogen werden — eine tiber 150-jdhrige Messreihe voraus.

Verwendung der k-T-Beziehung

Den Zusammenhang zwischen dem Wiederkehrintervall T und dem zugehérigen Extremwert der
hydrologischen GréBe x(T) — der durch die angepasste Verteilungsfunktion hergestellt wird —
lisst sich oft bequem mittels der sogenannten k-T-Beziechung ausdriicken. Dahinter steht die
Uberlegung, dass man die Funktionswerte der Verteilungsfunktion und deren Umkehrfunktion
nicht fur jede neuen Stichprobe neu berechnen méchte. Deshalb werden die Funktionswerte der
Verteilungsfunktion Py (k) und deren Umkehrfunktion k(P) einmalig fir die sogenannte normierte
Variable k berechnet und meist tabelliert (z.B. auch fir die Normalverteilung). Diese
Funktionstabellen lassen sich dann universell fiir jede Stichprobe verwenden, indem man die
Beobachtungswerte x zuvor in die normierte Variable k transformiert.

11
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(o XTH (1-18)
g

X Beobachtungswert der Stichprobe

u: Mittelwert der Stichprobe (1. Moment)

o: Standardabweichung der Stichprobe (2. Zentralmoment)

Mittels der Tabelle oder Gleichung, die die Beziehung zwischen normierter Variabler k und
Wiederkehrintervall k(T) bzw. Unterschreitungswahrscheinlichkeit k(P) beschreibt, lisst sich
dann  leicht das  Ereignis x(T) mit T-jahriger = Wiederkehrzeit  bzw.  der
Unterschreitungswahrscheinlichkeit P, angeben (Ricktransformation).

(D)= ufs) + &(T) * s0) (1-19)

x(T): Extremwert der Jdhrlichkeit T

u(x):  Mittelwert der Stichprobe (1. Moment)

s(x):  Standardabweichung der Stichprobe (2. Zentralmoment)

k(T):  Wert der normierten Variablen k fur die Jahtlichkeit T, wobei k(T)= k(1—(1/Py))

Typische Fragen der Bemessung (z.B. ,,Was ist der 100-jdhrige Durchfluss?*) lassen sich mit der
k-T-Beziechung bequem beantworten. Beachte: Formal bedeutet die Nutzung der k-T-Bezichung
die Anwendung der Momentenmethode!

Besitzt die verwendetet Verteilungsfunktion neben Mittelwert und Standardabweichung weitere
Parameter, dann ist die normierte Variable k nicht nur von der Jahrlichkeit T sondern zusitzlich
von diesen weiteren Parametern (z.B. dem Schiefekoettizienten Cg; k= k(T,Cy)) abhingig.

Anwendungsbeispiel: Berechnung des HQ200 am Pegel Tangerminde (Elbe)

Aufgabe

Am Elbufer soll nahe Tangermiinde eine Online-Wasserglite-Messstation mit teuren Geriten
eingerichtet werden. Die Anlage soll fir Hochwasser mit einer Jahrlichkeit bis zu 200 Jahren
tberflutungssicher gebaut werden. Die Wasserstands-Durchfluss-Beziehung fir den Querschnitt
ist bekannt. Um zu berechnen, welcher Wasserstand mit dem 200-jahrigen Hochwasser
verbunden ist, muss HQ,,, ermittelt werden.

Fir die Analyse stehen Durchfliisse des Elbpegels Tangermiinde fiir den Zeitraum 1961-2001
zur Verfugung. Die héchsten Durchflusswerte HQ(a) wurden fir die hydrologischen Jahre
bereits ermittelt und hinsichtlich Reprisentativitit, Konsistenz und Homogenitit gepriift wurde.
Von den benachbarten Elbpegeln sei bekannt, dass die Extremwertverteilung Typ 1 zur
Beschreibung der HQ(a) geeignet ist.

Ausgangsdaten

Tab. 1-2  HQ(a) am Pegel Tangermiinde (Elbe) fiir die hydrologischen Jahre 1961-2001

Jahr x=0 x=1 x=2 x=3 x=4 x=5 x=06 x=7 x=8 x=9

196x |- 1617 | 1374 |775 572 2299 1841 1940 1850 |1417

197x 12099 |1051 | 757 800 1417 12820 (1950 1670 1638 |2020

198x |2111 3259 |2836 |1455 |762 1121 1717 12560 |3203 | 1620

199x  |1160 | 832 1496|1175 1920 |1950 1520 |1610 |1060 |2530

200x 2490 |1600 |- - — - — - — —

12
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Schritt 1: Berechnen empirischer Unterschreitungswahrscheinlichkeiten

Die n HQ(a)-Werte werden aufsteigend nach GroBe sortiert und die empirischen
Unterschreitungswahrscheinlichkeiten (plotting positions) nach der Weibull-Formel berechnet.

Rang (m) |HQ-Wert | Py, = m/(n+1) Rang (m) | HQ-Wert |Py, = m/(n+1)
1 572 0.0238 22 1638 0.5238
2 757 0.0476 23 1670 0.5476
3 762 0.0714 24 1717 0.5714
4 775 0.0952 25 1841 0.5952
5 800 0.1190 26 1850 0.6190
6 832 0.1429 27 1920 0.6429
7 1051 0.1667 28 1940 0.6667
8 1060 0.1905 29 1950 0.6905
9 1121 0.2143 30 1950 0.7143

10 1160 0.2381 31 2020 0.7381
11 1175 0.2619 32 2099 0.7619
12 1374 0.2857 33 2111 0.7857
13 1417 0.3095 34 2299 0.8095
14 1417 0.3333 35 2490 0.8333
15 1455 0.3571 36 2530 0.8571
16 1496 0.3810 37 2560 0.8810
17 1520 0.4048 38 2820 0.9048
18 1600 0.4286 39 2836 0.9286
19 1610 0.4524 40 3203 0.9524
20 1617 0.4762 41 3259 0.9762
21 1620 0.5000

Schritt 2: Eintragen der plotting positions in das Wahrscheinlichkeitspapier

Bevor die plotting positions eingetragen werden konnen, ist die lineare Achse so zu beschriften,
dass die beobachteten HQ (a)-Werte sinnvoll dargestellt werden kénnen.
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Schritt 3: Anpassen der Verteilungsfunktion nach Augenmalf3
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Plotting positions im Wabrscheinlichkeitspapier der Extrenmwertverteilung Typ 1

Nach Augenmal3 wird bestmdglich eine Ausgleichsgerade durch die plotting positions gelegt.
Obwohl besonders der Verlauf der Gerade im Bereich grofer Jahrlichkeiten interessiert, muss die
Anpassung den gesamten Bereich der Beobachtungswerte angemessen bertcksichtigen, da die
Verteilungsfunktion das gesamte Kollektiv der HQ(a) beschreiben soll.
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Fir die gesuchte Jahrlichkeit T=200 (P;=0.995) kann nun ein zugehoriger HQ-Wert von etwa
4550 m?/s abgelesen werden (siche nachfolgende Abbildung).

Schritt 4: Anpassen der Verteilungsfunktion nach der Momentenmethode

Fir die Anpassung der Extremwertverteilung Typ 1 werden als Momente der Stichprobe
Mittelwert und Standardabweichung benétigt. Es ergeben sich:
u=1704.7

o= 6704

Die Beziehungen zur Berechnung der Parameter a und b der Extremwert-Verteilungsfunktion
Typ 1 aus den Momenten wurden bei der Erliuterung der Momentenmethode bereits aufgefiihrt.
Es ergeben sich die Werte:

a=T1/0/Wurzel(6) = 0.001913

b=u—05772/a= 1402995

Da wir den Wert HQ((I) fir eine  gegebene  Jahrlichkeit T  bzw.
Unterschreitungswahrscheinlichkeit — suchen, bendtigen wir die  Umkehrfunktion  der
Verteilungsfunktion. Sie lautet fir die Extremwertverteilung Typ 1:

x=b—1/a* Inf~In(F(x))) (1-20)

Setzen wir fur F(x) den gegebenen Wert Py= 1—(1/200)= 0.995 ein, erhalten wir fur HQ,,, einen
Wert von 4171 m?/s, der betrichtlich vom Ergebnis der freien Anpassung abweicht. Die mit der
Momentenmethode angepasste Verteilungsfunktion ldsst sich in das Wahrscheinlichkeitspapier
einzeichnen, indem ein weiterer Wert (z.B. HQ(2)) berechnet und mit dem bereits ermittelten
durch eine Gerade verbunden wird.

Statt der Umkehrfunktion kann man auch die k-T-Bezichung verwenden. Im Unterschied zu den

meisten Verteilungen (z.B. Normalverteilung) existiert bei der Extremwertverteilung Typ 1 eine
analytisch 16sbare Gleichung fiir k(T), so dass keine Tabelle verwendet werden muss. Sie lautet:

k(T):—g{ y+|n( In(Ti—lD] (1-21)

Fiar T=200 ergibt sich fiir die normierte Variable k(T)= 3.6791. Die Riicktransformation unter
Verwendung von Mittelwert und Varianz (siche Erliduterung zur k-T-Beziehung) fithrt wie die
Umbkehrfunktion auf den Wert fir HQ,,, von 4171 m?/s.
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Abb. 1-8  Angepasste Exctermwertverteilung Typ 1 an die HQ(a) des Pegels Tangermiinde

Stark- und Bemessungsniederschlage

Ahnlich wie fiir Hoch- und Niedrigwasser-Durchfliisse werden —extremwertstatistische
Auswertungen auch fir Niederschlagsereignisse durchgefthrt. Fir Bemessungsaufgaben sind
Niederschlige mit in Bezug zu ihrer Dauer hohen Intensititen von Interesse (Starkniederschlige).
Seitens der Statistik sind Aussagen zur Hiufigkeit von Ereignissen einer bestimmten Dauer und
Niederschlagshohe/Intensitit zu treffen. Man spricht von:
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—  Héhen-Daner-Hufigkeits -Begzehungen und
—  Intensitits-Daner-Hdufigkeits -Beziehungen

Bei der Aufstellung dieser Bezichungen kann — eine gute Datengrundlage vorausgesetzt — in zwel

Schritten vorgegangen werden:

— Es wird fiir jede Niederschlagsdauerstufe (z.B. 5 min, 10 min, 15 min, ..., 72 h) eine separate
extremwertstatistische Auswertung vorgenommen. Dabei werden die Wahrscheinlichkeiten
fur das Auftreten einer bestimmten Niederschlagshohe/-intensitit wihrend des Zeitintervalls
gegebener Dauer ermittelt (Anpassung einer Verteilungsfunktion).

— Im zweiten Schritt werden an die fur die einzelnen Dauerstufen ermittelten
Verteilungsfunktions-Parameter Ausgleichsfunktionen angepasst, so dass die Parameter fiir
beliebige Dauerstufen berechnet werden kénnen.

Ist die Verteilungsfunktion bekannt, kann zur Ermittlung des Bemessungsniederschlags einer
bestimmten Dauer D und Jihrlichkeit T die k-T-Beziechung (oben erldutert) verwendet werden:

P(LD)=uw(P(D)) + (1) *s(P(D)) (1-22)

P(I,D): Niederschlagshéhe der Dauer D und Jihrlichkeit T

u(PD)): Mittelwert der Niederschlagshéhen fir die Dauer D

s(PD)): Standardabweichung der NiederschlagshShen fiir die Dauer D

k(T): normierten Variable k der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilung

Sind bereits erstellte Niederschlagshohen-Dauer-Haufigkeits-Beziehungen und die erforderlichen
Grunddaten nicht vorhanden, kann der Awsaty von Reinhold verwendet werden. Dabei wird von
cinem Basisniederschlag mit der Dauer D= 15 min und der Jahrlichkeit T= 1 a ausgegangen.
Dabei wird statt der Niederschlagshohe P(T,D) [mm] die Niederschlagsspende +(T,D) in der Einheit
Liter Sekunde' ha' verwendet. Mit Hilfe der (empirischen!) Reinhold-Formel lassen sich die
Niederschlagsspenden fiir andere Dauern und Wiederkehrintervalle berechnen:

n(TD)=r1,15) %@  mit ¢ =38 (1""—0.369)/ (D+9) (1-23)

Angaben zu Basis-Starkregenspenden r(T=1 a, D=15 min) sind vielerorts verfigbar, da der
Ansatz in der Vergangenheit oft fur Bemessungsaufgaben eingesetzt wurde. Fir Nordost-
Deutschland gilt etwa r(1, 15)= 95 15" ha'. Fiir gro3e Jihrlichkeiten sind die berechneten Werte
allerdings mit groBen Unsicherheiten behaftet. Die Ergebnisse, die mit der Reinhold-Formel
berechnet werden, weichen z.T. erheblich von den aus Ortlichen Messdaten einer
Niederschlagsstation erstellten Hoéhen-Dauer-Haufigkeits-Beziehungen ab, da die rdumliche
Variabilitit in der Formel unzureichend berticksichtigt wird.

Wo immer moglich, sollten also Stationsdaten ausgewertet werden oder auf die landesweit
verfiigbare Datengrundlage des KOSTRA-Atlas  (koordinierte  Starkniederschlagsregionalisierung)
zurickgegriffen werden.

Ubungsaufgabe 1

Mit Hilfe der Reinhold-Formel soll errechnet werden, mit welcher maximalen
Niederschlagsmenge innerhalb von 1 Stunde statistisch gesehen alle 5 Jahre gerechnet werden
muss. Als Basisregenspende (1, 15) werden 105 1s' ha' angenommen. Das Ergebnis soll in mm
Niederschlagsh6he angegeben werden. Losung:

Mit D= 60 min und T= 5 a ergibt sich die Niederschlagsspende r(5, 60)= 65.13 15" ha'.
17
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Fir die Umrechnung des Wertes in [mm] folgt aus der einfachen Umrechnungsformel
115" ha' = 0.006 mm | min (1-24)

tar P(5, 60) eine Niederschlagshihe von 23.4 mm.

Ubungsaufgabe 2

Das gegebene Niederschlags-Hohen-Dauer-Haufigkeits-Diagramm soll mit den Ergebnissen der
Reinhold-Formel verglichen werden. Der Vergleich soll anhand der Niederschlagshéhen [mm]
mit einem Wiederkehrintervall von 5 Jahren und den Dauern 15 min, 60 min und 24 h
durchgefiihrt werden. Die fiir die Station gtltige Basisregenspende (1, 15) ist aus dem Diagramm
zu ermitteln.
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Abb. 1-9  Niederschlags-Hihen-Dauer-Haunfigkeitsbeziehung  fiir Dauerstufen von 5—-90 Minuten und
Jabriichkeiten von 0.5—100 Jabren.

Als Basisniederschlagshéhe P(1, 15) ldsst sich ein Wert von 9 mm ablesen. Die fur die
Anwendung der Reinhold-Formel benétigte Basisregenspende (1, 15) betrigt somit 100 1s™ ha™.
Die berechneten und aus dem Diagramm abgelesenen Werte fir die zum Vergleich
herangezogenen Dauern und Wahrscheinlichkeiten sind in der Tabelle zusammengestellt:

Tab. 1-3  Vergleich einiger Werte aus der Hohen-Dauner-Hdnfigkeits-Beziehung der Beispielstation mit den
Berechnungsergebnissen nach der Reinhold-Formel

aus Hohen-Dauer-Haufigkeits-Dia- | mittels Reinhold-Formel berech-
gramm abgelesene Werte [mm] nete Werte [mm]

P(5, 15 min) | 15 16.1

P(5, 60 min) | 27 22.3

P(5, 90 min) | 29 23.3
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